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Andlisis Funcional. Examen XV

Ejercicio 1 (2 puntos). Enunciado y demostracién del teorema de la aplicacién
abierta.

Ejercicio 2 (5 puntos).
1. [1 punto] Sea E un espacio vectorial y B : Ex £ — R una aplicacién bilineal,
simétrica
B(z,y) = By, x),  Va,y€E,
y semidefinida positiva
B(z,z) >0, Vo € E.
Prueba la desigualdad de Cauchy—Schwarz:

|B(z,y)| < B(z,2)"?B(y,y)'/?,  Va,y € E.

2. [2 puntos] Sea E un espacio de Banach y T': F — E* una aplicacién lineal

verificando
(Tx,x)g«p >0, Vx € E.

Prueba que T es acotado.

3. [2 puntos]| Sea H un espacio de Hilbert con su producto escalar (-,-) y sea
T : H — H una aplicacion lineal biyectiva verificando

(Tz,z) 20,  (Tz,y) =(z,Ty), Vax,yel.

Prueba que
[, y] == (Tz,y),  Va,y€H,

define un producto escalar equivalente en H.

Ejercicio 3 (3 puntos). Sea ® : R — R una funcién continua, no constantemente
cero, con soporte compacto contenido en (0,1) y con

O(z) >0 VreR,
Para cada n € N definimos
fo(z) := ®(x +n), Vo € R.

1. [1 punto] Prueba que la sucesién {f,} converge uniformemente a cero en
compactos de Ry que para cada p € [1,00) la norma || f,,|| »(r) €s una constante
estrictamente positiva independiente de n € N.

2. [2 puntos] Prueba que la sucesiéon {f,} converge a cero x—débilmente en
L>(R), es decir, en la topologia o(L>(R), L'(R)).
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Ejercicio 1 (2 puntos). Enunciado y demostracién del teorema de la aplicacién
abierta.

Consultar los apuntes de teoria.
Ejercicio 2 (5 puntos).
1. [1 punto] Sea E un espacio vectorial y B : E' X E'— R una aplicacién bilineal,
simétrica
B(z,y) = B(y,x),  Va,y €k,
y semidefinida positiva
B(z,z) >0, Vo e E.
Prueba la desigualdad de Cauchy—Schwarz:

|B(z,y)| < B(z,2)"?B(y,y)"/?,  Va,y € E.

Sean x,y € F arbitrarios. Como B es bilineal y simétrica, para todo t € R se
tiene
0 < B(ty +x,ty +x) = *B(y,y) + 2tB(x,y) + B(z, z).

El polinomio cuadratico en la variable ¢
p(t) = t*Bly,y) + 2tB(z,y) + B(z, )

es no negativo para todo t € R, luego su discriminante es menor o igual que
cero:
A =4B(x,y)* — 4B(z,2)B(y,y) <0.

Por tanto,
B(w,y)* < B(x,2)B(y,y),

y tomando raices cuadradas obtenemos
|B(x,y)| < B(z,2)'?B(y,y)'?,  Va,y € E,
lo que concluye la demostracion.

2. [2 puntos] Sea E un espacio de Banach y 7' : £ — E* una aplicacién lineal
verificando
(Tx,x)g+p >0, Ve e L.

Prueba que T es acotado.

Primero, usando la positividad de T, observamos que para todo x,y € F se
tiene
<T(1‘ - y)ax - y> > 07

es decir,
(Tw,x) = (Tw,y) — (Ty,x) + (Ty,y) = 0. (1)

Demostrar T acotado equivale a demostrar T continua, usaremos el teorema
de la grafica cerrada, para ello demostraremos que
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(E,lIle)
Tt — .
{n} B |l cumple Tx = f

“toda sucesion {z,} C E verificando {
{Tz,} — f

II-ll

Sea pues {z,} Lo y {Tx,} — f. Por (1), para todo y € FE se tiene

(Txy,xn) — (Ty,xn) — Ty, y) + Ty, y) = Tan, — Ty, x, —y) > 0.

Pasando al limite cuando n — oo (usando la continuidad del producto dual),
obtenemos

(fz) = (Ty,z) = (f,y) + Ty,y) >0,  VyeFL.

Consecuentemente,

(f =Ty, x—y) >0, Yy € E.
Tomando ahora y = x 4+ az, con a € Ry z € E| se obtiene
(f = T(x+a2), . — (x +az)) > 0,

esto es,
a(f —Tx,z) < a*(Tz,z), Vz e E, Ya € R.

Dividiendo por a y haciendo tender a — 0% y a — 07, se deduce

(f =Tz, z) < lim a(Tz,z) =0,

a—07t
(f =Tx,z) > lim a(Tz,2) =0,
a—0~
y por tanto
(f —Tx, z) =0, Vze L.
Por tanto,

f="Tx.

Hemos probado que el grafo de 7" es cerrado. Como E es Banach y E* también
lo es, por el Teorema de la Grafica Cerrada, se concluye que 1" es continuo,
es decir, T es acotado.

3. [2 puntos] Sea H un espacio de Hilbert con su producto escalar (-,-) y sea
T : H — H una aplicacion lineal biyectiva verificando

(Tx,xz) >0, (T'z,y) = (z,Ty), Vz,yeH.

Prueba que
[,y == (Tz,y),  Va,y€H,

define un producto escalar equivalente en H.
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Es facil comprobar que [+, -] es bilineal. También es simétrica, pues

[2,y] = (Tx,y) = (v, Ty) = (Ty,x) = [y, 7].

Ademas,
[z,z] = (Tz,z) > 0.

Por tanto, por el apartado a) se cumple la desigualdad de Cauchy—Schwarz:
[, 9] < [w, 2]y, 9]"?,  Va,y e H.
Recordando el isomorfismo de Riesz
H — H*, r— (x,-),

y que
<<<5U,>,y»H*,H: <.T,y>, Vl’,yEH,

podemos usar el apartado b) para ver que la aplicacién lineal
H— H*, z+— (Tx,-)

es acotada, lo que equivale a que
ITz|| < K|z|, Ve e H.

Por el ler corolario del teorema de la aplicacién abierta, al ser T biyectiva, se
deduce también que T~! es continua.

La comprobacién de que [z,z] = 0 <= x = 0 la veremos mas adelante

Sea || - || la norma asociada al producto escalar (-,-) y definimos
|z| := [&, z]/? (serd la norma asociada al producto escalar [-,-])

Por la desigualdad de Cauchy—Schwarz para (-, -),

9 T <7 TacztadaK 9
2| = [v,2] = (Tz,2) < Tz ||z < [

luego

2| < VK |z]|,  VaeH.
Para la desigualdad reciproca, usando de nuevo Cauchy—Schwarz para [, -|:
9 1 1 T—! continua \/_ 1
2]]* = (z,2) = [T 2, 2] < Tzl || < KT ||| |-

Por tanto

lzll < VE T |-

Juntando ambas desigualdades:
1z < VK ||z| < VK - (VE|T Y |z|) = KT~ |2|  Vz e H.

De aqui se deduce:
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1. [z,2] =0 <= |z| =0 <= = = 0, luego [, -] es un producto escalar y |- | es la
norma asociada al producto escalar.

2. Las normas || - || y | - | son equivalentes.

Ejercicio 3 (4 puntos ). Sea ® : R — R una funcién continua, no constantemente
cero, con soporte compacto contenido en (0, 1) y con

O(x) >0 VreR,
Para cada n € N definimos
fo(z) == ®(x +n), Vr € R.

1. [1 punto] Prueba que la sucesién {f,} converge uniformemente a cero en
compactos de Ry que para cada p € [1,00) lanorma || f,,|| (=) €s una constante
estrictamente positiva independiente de n € N.

2. [2 puntos] Prueba que la sucesiéon {f,} converge a cero x-débilmente en
L>=(R), es decir, en la topologia o(L>(R), L*(R)).

1. Convergencia en compactos y norma L”. Sea K un subconjunto compacto
de R. Por ser acotado, existird ng € N tal que

T > —nyg, Ve € K.

Asi,
n+x>n—nyg>1, Vn > ng + 1.

Como el soporte de ® estd contenido en (0, 1), se tiene
falz)=®(n+2)=0—0, Vee K, VYn>ng+ 1.

Por tanto, f, — 0 uniformemente en compactos de R.

Por otra parte, usando nuevamente que el soporte de ® esté contenido en (0, 1),
para todo p € [1,00) se tiene

» B +oo » 80 +o00 , y=n-tx +o0 ) B 1
||fTL||LP(R)_ |fu(@)|P dz "= (ntwx)’de. = = D(y) dy = ;

o0 o0

que es una constante independiente de n € N y estrictamente positiva porque
® no es idénticamente nula.

2. Convergencia x—débil.

Opcién 1. Queremos ver que (f,,g) — 0 para toda g € L'(R). Sea g €
L*(R). Dado € > 0, existe una funcién continua con soporte compacto
Y € C.(R) tal que ||g — ¢||1r < e (Porque C*(R) C C.(R) es denso en
L'(R), entonces C.(R) es denso en L'(R).). Entonces:
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Como || fullre = ||®||L~ estd acotada y ||g — || < €, el primer término
es pequeno.

Para el segundo, sea K 1) el soporte de 1, por el apartado (a) sabemos
que f, — 0 uniformemente en K, luego

/Rfm\ -

Esto prueba que f, 0.
Opcidn 2. Sea h € L'(R). Entonces

/ fnw‘ <sw )] [ Wlde— 0
K reK K n— oo

= (1)

’ N

 Inl@)he) de| = ’/j O(n + )h(z) do

Como el soporte de ® estd contenido en (0,1),
dn+z)#0=n+z€(0,1) =z € (—n,—n+1).

Por tanto,

—n+1
<Pl [ b)) de

n

(1) = '/_:H O(n + 2)h(z) dz

Es decir, notando I a la funcion indicadora

+oo
1) < [@lm [ Lonen (@A) de
Observamos que
Iy —ny1y(2)|h(z)] — 0, Vo € R,
n—0o0

y ademas
I nnin(@)h(@)] < [h(@)] € L'(R),

Por el teorema de la convergencia dominada,

+o0
/ Ty (@)h(2) dz ——s 0.

oo n—00
Luego
+oo
fo(@)h(z)dz —— 0,
o n—00

lo que prueba que f, — 0 en L(R).
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